Uzupetnienie

Zygmunt Jamrogiewicz (wybor)

1.1. Tablice niektorych parametréw fizykochemicznych

1.1.1. Jednostki podstawowe i pochodne uktadu I [1

Podstawowe

JEDNOSTKA

Skrot

Definicja

Metr

Dlugos¢ drogi przebytej przegwiatto w pré&ni
w czasie 1/299 792 458 s (1/c)

Kilogram

kg

Masa m¢dzynarodowego wzorca

Sekunda

Czas trwania 9 192 631 770 okresOw promieniowardppwiadajcych
przegciu migdzy nadsubtelnymi poziomami stanu podstawowego @t
nuklidu**Cs

om

Amper

Natezenie padu niezmieniajcego s¢, ktory ptymc w dwéch réwnole-
gtych przewodach prostoliniowych, nieskaenie dtugich, o przekroju
kotowym, znikomo matym, umieszczonych w pndw odlegidci 1 m
od siebie wywota midzy tymi przewodami sifréwm 2-10” N na kady
metr przewodu

Kelwin

1/273,16 czs¢ temperatury termodynamicznej punktu potrojnego w

nd

Mol

mol

Licznos¢ materii; mol jest ilécia materii uktadu zawieragego liczle
czasteczek lub citek (molekut, jondw, asocjatéw, elektrondw itp.)
réwng liczbie atoméw zawartych w masie 0,012 kg nuklidigla *°C
[6,02-16%
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Pochodne
JEDNOSTKA | Skrot Miano Przeliczniki
. kgm 1dyna=10N
Niuton N &2 1kG =981 N
N 1 atm =101 325 Pa=760Tr
Paskal Pa — 1 bar = 10 Pa 1MPa = 10 bar
m 1 mm Hg (1 Tr) = 133,32 Pa
. kg-m?® 1cal=4,197J
Dzul J <2 1erg=10J
Kulomb C é
Wat w i
S
Wolt \Y i
A'S
V
Om Q —
A
Simens S foxd
Farad F E
V
Herc Hz st
Tesla T Vrr\:_?
Henr H M
A
Weber Wb V-s

1.1.2. Przedrostki i mngmiki przeliczeniowe podjednostek

Przedrostek Mnoznik Przedrostek Mnoznik
atto 10"
femto 10"
piko 10* tera 162
nano 10 giga 18
mikro 10° mega 16
mili 10° kilo 10°
centy 109 hekto 16
decy 10" deka 10
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1.1.3. Jednostki wzgtinej zawartdci

Miano Mnoznik Okreslenie Przyktady
procent 16 Czes¢ na 100 cgsci
promil 10° Czs¢ na 1000 cgici mi/l; pi/ml mg/g; g/kg
ppm 10° Cz:s¢ na milion cesci i/l Mg/g; mg/kg
ppb 10° Czs¢ na miliard czsci pl/m?® Ha/kg
ppt 10" Czes¢ na trilion czsci

1.1.4. Alfabet grecki

Litera grecka Od*r;cg\i/;ll]i;elijinik Nazwa
a A A alfa
B B B beta
X X C chi
oA D delta
e E E epsilon
PP |¢ F fi
yr G gama
nH H eta

L I jota
b9 |0V [J]
K K K kappa
A A L lambda
M M mi
v N N ni
o O O omikron
Tt I P pi
poe (U O |Q theta
pP R ro
02 |C S sigma
T T tau
Y U ypsilon
W G \Y
w Q w omega
&= X ksi
TR Y psi
{ Z z dzeta

Znaki z lewej kolumny raoa otrzyma stosugc w edytorze Microsoft Word czcienksymbol” i klawisze ozna-
czone literami z kolumny trzeciej
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1.1.5. Zasady zaokglania liczb

Przykilady
Tres¢ reguly Liczba przed Liczba po
zaokragleniem zaokragleniu
Aby zaokggli¢ liczbe don cyfr znacacych, naley
wszystkie cyfry zapisane z prawej stramyej cyfry zna-
czacej (podkrélone) obcik¢ (w przypadku, gdy znajduje
si¢ ona na pozycji ulamkowejabz zaspi¢ je zerami
(jesli n-ta cyfra znajduje sina pozycji catkowitej).
Jesli pierwsza z odrzucanych cyfr jest:
A. mniejsza od 5 to pozostatych cyfr nie zmieniagsi | 2,746 832 2,7
2746 82 2 746 800
B.' 'I'Wiei(stza'l od 5to ots;attna; cy{rq zwigksza s o(:jL ot 2,746 832 275
(J_es i 0S (’;l r;q_cyfrq_jeg : 000 zwksza st przedostat: 2746832 2747 000
nia, a ostatry zamienia na 0) 4 859637 4 860 000
C. réwnash, to:
1. jesli wsrdd pozostatych odrzucanych cyfr 12,2001 12,3
nie wszystkie g zerami, to pogpujemy jak w pB 1250 010 1300 000
4 3% 000,01 | 4400 000
2. jesli pozostate z odrzucanych cyfs serami, to:
= jesli ostatnia pozostawiona cyfra jgsirzy- 6 374500 6 374 000
sta, postpujemy jak w pA 6 370500 6 370 000
= jesli ostatnia pozostawiona cyfra jesepa-
rzysta postpujemy jak w pB 6 373500 6374 000
4 3% 000 4 400 000

) Dzieki takiej konwencji suma, a taksrednia, z liczb zaokglonych jest bliska sumie liczb przed zajte-
niem. Poniewaprawdopodobigstwo pojawienia gi ostatniej cyfry parzystej jest identyczne z pragvadimbiei-
stwem pojawienia gicyfry nieparzystej, il@* zaokggleri ,w gore” jest podobna co ilé¢ zaokgglei ,w dot’

i proces zaokrglania tylko nieznacznie wpltywa na waktsumy.
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1.1.6. Szereg naptiowy metal

Metal Jon Potencjat Metal Jon Potencjat
\Y Y
Li Li * -3,01 Ho | 2H" | 000
K K* -2,92 Bi Bi 3* | +0,20
Ba | Ba* -2,92 Sb | Sb** | +0.20
Ca | ca* -2,84 Cu | Cu** | +0,34
Na Na* 2,71 Ag Ag® | +0,80
Mg | Mg?* -2,38 Hg | Hg* | +0,87
Al | A -1,66 Pt Pt | +1,20
Mn | Mn?* -1,05 Au | Au® | +142
Zn | zn* -0,76
cr | cr¥ -0,71
Fe | Fe -0,44
cd | cd* -0,40
Ni | Ni# -0,22
Sn | st -0,14
Pb | PK* -0,13
Fe | Fe -0,04

1.1.7. Potencjat elektrody chlorosrebrowej w zalesci od sezenia roztworu KCI
I temperatury [1]

Potencjat
Temperatura [mV]
[C] ) )
Roztwér KCI 3,5 M Roztwdr KCI nasycony

10 215,2 213,8
15 211,7 208,9
20 208,2 204,0
25 204,6 198,9
30 200,9 193,9
35 197,1 188,7
40 193,3 183,5
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1.1.8. Przewodnictwo wiaiwe wodnych roztworéw KCI o gdym sgzeniu i w ré&nych
temperaturach [1]

Temperatura Warto$¢ przewod?is?tc\:/vn?_l\iv}aéciwego )(-10'4
[C]
0,01 M 0,02 M 0,1M 1,0 M
10 10,20 19,94 93,3 831,9
20 12,78 25,01 116,3 1020,7
22 13,32 26,06 121,5 1059,4
25 14,13 27,65 128.,8 1118,0
28 14,96 29,27 136,2 —
30 15,52 30,36 141,2 -
34 16,67 32,56 151,3 -
36 — 33,68 156,4 -
1.1.9. State dysocjacji stabych elektrolitow [4]
Zwigzek K1 K, Ks

H3BOs 5,8-10'° 1,8-10° 1,6-10*

H.COs 4,510 4,7-10"

H3PO, 7,5-10° 6,3:10° 1,3-10%

H.S 6,0-10 1,0-10*

H,SiO; 2,2:10° 1,6-10%

H,SO; 1,6:10° 6,3:10°

NH,OH 1,8:10

kwas benzoesowy 6,620

kwas mastowy 1,5-10

kwas mlekowy 1,4-16

kwas octowy 1,75-190

kwas cytrynowy 7.4-16 1,7-10° 4,0-10

kwas winowy (+) 1,0-16 4,6-10°

fenol 1,0-10°
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1.1.10. lloczyn jonowy wody w #dych temperaturach

Tem|[3%r]atura K, 10% pH
0 0,1139 7,47
10 0,2920 7,27
20 0,6809 7,08
25 1,008 7,00 (6,9983
30 1,469 6,92
40 2,919 6,77
50 5,474 6,63
60 9,614 6,51
100 59,0 6,12

1.1.11. Wspoitczynnik zatamaniaviatta i jego przybkona zalénosé od temperatury

nZ’ _% 10
aceton 1,3591 5
acetonitryl 1,3460 5
alkohol benzylowy 1,5404 4
alkohol butylowy 1,3993 4
alkohol tert-butylowy 1,3878
alkohol etylowy 1,3613 4
alkohol izopropylowy 1,3773
alkohol propylowy 1,3854
alkohol metylowy 1,3286
anilina 1,5863
benzen 1,5011 6,6
chloroform 1,4456 6
cykloheksan 1,4262 55
dioksan 1,4223
gliceryna 1,4744 2
n-heksan 1,3751 55
toluen 1,4969 55
woda 1,3330 0,8
wegla disiarczek 1,6319 8
wegla tetrachlorek 1,4601 5,5
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1.1.12. Wspoitczynniki zatamansviatta o r&nej dtugaici fali, dla wody w r@nych
temperaturach
10T 20T 30T 40C 50C
656 nm 1,3318 1,3311 1,3302 1,3288 1,3274
589 nm (D) 1,3337 1,3330 1,3320 1,3306 1,3290
486 nm 1,3378 1,3371 1,3360 1,3347 1,3332
434 nm 1,3411 1,3404 1,3392 1,3379 1,3364
1.1.13. Skecalnasé whasciwa form D cukrow
sacharoza 66,5
a-glukoza 112 Skrecalng¢ rownowagowa 52,7
wnowagow ,
B-glukoza 19 ceainee g
fruktoza -92,4
o-laktoza %0 Skrecalngi¢ rownowagowa 55,3
wnowagow ,
B-laktoza 35 < ¢ g
a-maltoza 168 Skrecalna¢ rownowagowa 136
B-maltoza 112 E ¢ g
1.1.14. Lepk&¢ dynamiczna cieczy w faych temperaturach
(W [cP] czyli [mN-s-/] czyli [s-Pa])
p. Substancja Temperatura [TC]
10 20 25 30 40
1 aceton 0,361 0,325 0,309 0,296 0,271
2 acetonitryl 0,396 0,357 0,340 0,325
3 alkohol benzylowy 5,800 5,054 4,320 3,288
4 alkohol butylowy 3,87 2,95 2,28 1,78
5 alkohol etylowy 1,466 1,20 1,096 1,003 0,834
6 alkohol izopropylowy 3,26 2,39 1,77 1,33
7 alkohol metylowy 0,690 0,597 0,547 0,510 0,450
8 anilina 6,46 4,40 3,75 3,20 2,35
9 benzen 0,755 0,652 0,600 0,559 0,508
10 chloroform 0,630 0,570 0,543 0,514 0,466
11 cykloheksan 0,970 0,822 0,706
12 dioksan 1,255 1,196 1,063 0,917
13 gliceryna 3950 1500 950 630 330
14 glikol etylowy 19,9 16,5 13,2 9,13
15 n-heksan 0,343 0,307 0,294 0,290 0,253
16 toluen 0,667 0,584 0,550 0,517 00,469
17 woda 1,308 1,005 0,894 0,801 0,656
18 wegla disiarczek 0,396 0,365 0,349 0,341 0,319
19 wegla tetrachlorek 1,132 0,969 0,900 0,843 0,739
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1.1.15. Napgcie powierzchniower - 10 [N/m]
p. Substancja Temperatura [TC]
10 20 25 30 40
1 aceton 25,00 23,70 22,01 21,16
2 acetonitryl 29,10 27,80
3 alkohol benzylowy 42,76 38,94
4 alkohol butylowy 25,4 24,6 23,8 23,0
5 alkohol etylowy | 23,14 22,03 21,48 20,20
6 alkohol izopropylowy 21,2
7 alkohol metylowy 23,5 22,6 21,8 20,9
8 anilina 44,38 43,30 42,24 41,20
9 benzen 30,24 28,88 28,18 27,49 26,14
10 chloroform 28,50 27,14 25,89
11 cykloheksan 26,15 24,95 24,35 23,75 22,45
12 dioksan 35,42
13 gliceryna 59,4 59,0 58,5
14 glikol etylowy 46,1
15 n-heksan 19,51 18,46 17,40 16,31
16 toluen 29,70 28,53 27,92 27,32 26,15
17 woda | 74,22 72,75 71,96 71,15 69,55
18 wegla disiarczek 33,90 32,25 30,85
19 wegla tetrachlorek 28,05 25,68 25,54 24,41
1.1.16. State krioskopowe i ebulioskopowe

Rozpuszczalnik

Stata krioskopowa

Stata ebulioskopowa

woda 1,86 0,52
benzen 5,10 2,6
aceton 1,48
chloroform 4,9 3,8
kwas octowy 3,9 3,1
jodek metylu 4,2
cykloheksan 20,2 2,8
naftalen 7,0 5,8
kamfora 40,0 6,1




Uzupetnienie

1.1.17. Widciwasci popularnych rozpuszczalnikéw

10

tw Moment di- Stata
M.cz. p20 (*25¢C) [C] polowy dielektryczna
(D] £
1 aceton 58,05 0,7900 56,3 2,76 20,70
2 acetonitryl 41,05 0,7766* 81,6 37,50
3 alkohol benzylowy 108,14 1,0454 205,4 1,76 13,10
4 alkohol n-butylowy 74,12 0,8097 117,7 1,71 17,51
5 alkohol tert-butylowy 74,12 0,7887 82,2 1,66 1,77
6 alkohol etylowy 46,07 0,7850 78,3 1,66 24,55
7 alkohol propylowy 60,10 0,8038 97,2 1,69 20,33
8 alkohol izopropylowy 60,10 0,7854 97,2 20,33
9 alkohol metylowy 32,04 78,66* 64,7 1,62 32,7
10 alkohol cykloheksylowy 100,16 0,9684* 161,1 1,69 15,00
11 anilina 93,13 1,0217 184.,4 1,51 6,89
12 benzen 78,12 0,8737* 80,1 0 2,28
13 chloroform 119,38 1,4799* 61,1 1,15 4,81
14 cykloheksan 84,16 0,7786 80,7 0 2,02
15 dioksan 88,11 1,026* 101,3 0 2,21
16 eter dietylowy 74,12 0,7138 34,5 1,29 4,34
17 gliceryna 2,67
18 n-heksan 86,17 0,6548* 68,7 0 1,89
19 n-oktanol 130,23 0,8221* 195,2 1,64 10,34
20 oktan 114,22 0,7025 125,6 0 1,95
21 izooktan 114,22 0,6918 99,2
22 toluen 92,14 0,8669 110,6 0,39 2,38
23 woda 18,02 0,9971* 100,0 1,76 78,54
24 wegla disiarczek 76,14 1,2700 46,2 0 2,64
25 wegla tetrachlorek 153,82 1,6037 76,7 0 2,24
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1.1.18. Przyktady emulgatoréw #dych typow

NIEJONOWE

alkohole tluszczowe

alkohol cetostearylowy (mieszanina alkoholu steamggo
i cetylowego)

alkohole steroidowe

cholesterol

H,C

X CH

3
CH—CH;CH;-CH
N

CH, CH

3

CH

HO

estry alkoholi wielowodorotlenowych
z kwasami ttuszczowymi

monostearynian glicerolu

)
CH;O lC!—(-CH—)—CH
| 2 2 16 3

CH—OH
CH;OH
Span
o 0
. . . , PN v
estry sorbitanu i wiszych kwasoéw H,C ‘CH*CHTO*C\
tluszczowych HO*HC\CH/CHfoH R

\
OH

estry polioksyetylenosorbitanu
i wyzszych kwasow ttuszczowych

Tween (polisorbat)

0

H,C

I
CH—CH,—0—C—R

HO-CHZ—[CHZ—O—CHZ—]H—CHZ—O—HC CH—O—CHZ-['CHZ—O—CHAH—CHZ—OH

~
\CH

|
O—CH;f CH;—0-CH;{~CH;-OH

estry wyzszych kwasow ttuszczowych
z glikolami polioksyetylenowymi (PEG)

Myrj
CH,-(-CH,-),,-CO-0-CH,-(-CH,-0O-CH,-),-CH,OH

etery wyzszych alkoholi ttuszczowych
z glikolami polioksyetylenowymi

R-(O-CH,-CH,-),-OH

estry sacharozy i kwasow ttuszczowycl
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JONOWE
anionowo czynne
] C15H5 COONa almitynian sodu
mydta (sole kwasew tluszczowych) C,;H,;COONa Eteary)rllian sodu
R-COO Me (C15H5,C00),Ca palmitynian wapnia

[R-COO ], Me**

. laurylosiarczan sodu
alkilosiarczany

R-0-SG@ Me' CHi{CH-0—50, Na

. . cetylosulfonian sodu
alkilosulfoniany y

R-SQ Me' H3C—(CH2-);CH2—503 Na

kationowo czynne

R = GHi7— GgHar

IV— rzedowe sole amoniowe .
chlorek benzalkoniowy

+ +

R\ / R (|2H3
N X .
N H,C—N—CHj al
R R I @

amfoteryczne

proteiny ¢elatyna, kazeina)
wykazup charakter anionowy lub katio-lecytyna (mieszanina fosfolipidow)
nowy w zalenosci od pH ?

C;Hyig=—C—0—CH,

I +

o} H,C——0——h——0~CH; CHy NH—CH

CyHe—G—0—CH o- (|3H
N
| 3

CH,

Zrodia:

1. Poradnik chemika analityka (red. J. Ciba)Araliza instrumentalnaNydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa 1991.

2. J.F. Buhliinni, Poradnik chemika analitykd,@ane fizykochemiczne. Analiza che-
miczna Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1994.

3. Zbior wielkaci fizykochemicznych (red. K.P. Miszczenko; A.A.\Kdiel), PWN,
Warszawa 1974.

4. Poradnik fizykochemiczny, Praca zbiorowa, WNBrg¢awa 1974.
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1.2. Przeglad dziata n matematycznych

Fizyka nie mae obej¢ sic bez matematyki (szczegdlnie tej tzw.asyej), sid i chemia fi-
zyczna, nawet w takim nieco ,skroconym” wydaniu tdamaceutow, nie me catkowicie
Z niej zrezygnowa w trakcie omawiania niektorych tematéw. Pajiprzedstawiamy dla
przypomnienia pa&rinformacji, utatwiajcych zrozumienie wyprowadaevzorow i matema-

tycznych dowodow, ktére spotka ucy sie chemii fizycznej.

1.2.1. Poggi
Wzory podane powej odczytywa nalezy w obie strony, tzn. @ af-a® =a’™ to zaréwno

mozna liczy¢ a®-a®=a’ jak rownie, jesli jest taka potrzeba, nioa rozbé a° =a*-a’

a’ =1 Kazda liczba podniesiona do rgt 0 rowna st jeden
41 . . . . .
a™ :g Wartci¢ liczby podniesionej do pegi —1 wynosi odwrotn& tej liczby
ap_aq - ap+q
ap — aPq
a“ 2
(ap)q — apq
1
a’ =%a
q
af = ,P/aq
Przyktad
5
(E_Ef — 2% a%s - a;;3 — a_727 = (i)% = i _ 1
a2 - - - - - a?’ - a? - a2’

1.2.2. Logarytmy
Logarytm, jest to wart@d wyktadnika potgi, do ktérej podniesiona podstawa logarytmu da
wartas¢ liczby logarytmowanej. Podstawogarytmu mog by¢ liczby dodatnie, réne od 1.
W praktyce zagadniefizykochemicznych mamy do czynienia z logarytmamaturalnymi
i dziesktnymi.
log,,30=a, to znaczyze 10* = 30lub log,, a = 2, to znaczyzea = 1C.
Logarytmy istnieg tylko dla liczb >0. Dla liczb mniejszych od jedswo przyjmup wartcsci

ujemne
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W matematycznym opisie zjawisk przyrodniczych ngciej wystpuje logarytm natu-
ralny, czyli logarytm o podstawie (liczba Eulera: 2,72...) oznaczany skrotemZ réznych
powodow (najczsciej ,technicznych”) byt on w wielu przypadkach plzzany na logarytm
dziesktny:

Ina=2303lg a
Dzisiaj nie ma ja takiej potrzeby i naley stosowa logarytmy naturalne, za wgtkiem sytu-
acji, gdzie podstawa logarytmu z jakictvzgledow musi by inna (np. klasyczna definicja
pH).

lgl=0 Kazda liczba podniesiona do gt O rowna st jeden
Igl=—lga Iglzlgl—lga:O—Iga:—Iga

a a
lga® =plg a

lgab=Iga + Igb
a

lg—=Iga - 1Ighb
gb g g

Igﬁ/_=ilg a
p

Igf/a_:glg a

Przyktad

a3
o

1.2.3. Pochodne i rfniczki
Jezeli przebieg jakiegoprocesu nie jest liniowy, tzn. gtbwne parametryotgprocesu zmie-

c?=Iga’-Igib? +Igc? =3Ig a—%lg b-2lg c

niaja sie np. wraz z uptywem czasu, to w celu opisania tggwiska rownaniem matema-
tycznym musimy najaegciej segna¢ do pochodnych, ticzek (a péniej zazwyczaj i catek).
Przykladem takiego zjawiska m® by¢ reakcja chemiczna, gdzie gtébwny parametr — szyb-
kos¢ reakcji — zmienia siwraz z czasem (a dokfadniejgsniem substratow, zaieym od
czasu). Zatem dla zrozumienia opisu takich zjawmkiecznym staje siposiadanie pewnego
minimum wiadomeéci na temat analizy matematycznej.

Jezeli jakies zjawisko opisane jest funkcjF(x), to wart@¢ tangensa &a nachylenia

stycznej do wykresu tej funkcji w punkckewyznacza nowa funkcjd¢x), zwana funkg po-
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chodry funkcji pierwotnejF(x): F’(x)=f(x). Znapc funkckg pierwotra F(x) potrafimy zna-
lez¢ funkcje pochodi  f(x) = F’ (x) (rézniczkowanie funkcji).

Warto sci pochodnych najczsciej spotykanych funkciji:

FunkcjaF(x) Funkcja pochodnk’ (x)
C (wartaié stata) | 0
X 1
X" n-x" 0 =2x ) =3¢
_____________ 1 _i
_____________ X X
1 n 1 ;
F F iWszystkie te wzory wynikajze wzoru powy-
| - | rézne przedziaty wartei n
____________ oo Ak
1
Q/; n/n-1
____________________________________________ N X ]
a* a*lna | ,
i Przypadek szezegolny die= €
iine=11i €)=¢
e* e* :
---------- onl
9. xln a
T ----------------------------
In x — Przypadek szczegolny déa= €, Ine=1
X
Zasady obliczania pochodnych
a-g(x) ag (x) (5x°)'=5-()' =5-2x=10x
9(x) + G(x) g'(x)+G'(x) | (5XC+2x+2)'=10x+2+0
9(x)-G(x) g'(x)-G(x) + g(x)-G'(x) (x*-Inx)" =2xIn x+ x* 1 x(In ext)
X
g(x) g'(x)G(x) - 9(x)G'(x)
___________ GO S
9(G); z& G = f(x) | g'(G)-f'(x)

Pochodan funkcji F(x) oznaczamy symbolef (x) lub %’ (dy podx).
X

Dla funkcji kilku zmiennychF(p;q;r;..;x) stosujemy czasem zabieg obliczania pochodnej

czastkowej, traktuyjc wszystkie zmienne tej funkcji, précz jednej, jaktate. Funkcjan
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zmiennych niezalaych man pochodnych cgstkowych. Pochodne ggtkowe najczsciej
oznaczaneagssymbolemF, lub ? (dla pochodnej estkowej wzgétdem zmiennej niezate
X

nejx).
Symbolika stosowana przy pochodnych ma zastosowanwiez w rachunku réniczko-
wym, co prowadzi czasem do nieporozumiBonadto sam termin ,#aiczka” oznacza dwa
rézne pogcia:

dx — r&zniczka zmiennej niezataej, jest to dowolny przyrost (najgzriej bardzo maty)
zmiennej niezatenej, Ax;

dy — r&niczka funkcjiy = f(x), jest to iloczyn wartéci pochodnej tej funkcji w punkcie
i rozniczkidx dy= f'(x)dx.
W sytuacji funkcjiF kilku zmiennych, oblicza siniekiedy ra@niczke czastkows wzgledem
jednej ze zmiennych, podobnie jak pochodmstkowa (tu wzgkdem zmiennex):

dF, =a—Fdx
0x
Sune wszystkich raniczek castkowych danej funkcji wielu zmiennych, nazywamynigz-
ka zupetr:
dF =a—de+a—qu+...+a—Fdx
ap Jq 0x

W przypadku pochodnych i diczek wyszych rzdow (pochodna pochodnej iadiczka
o . . d’y d%y. 9%y .,
rozniczki) stosuje sisymbolik: (y')' =y”; ; ; dx-.

Z ) je sisy ke (') =y 02 ol 9

1.2.4. Catlkowanie
Znajac funkcg f(x) mozemy wyznacz§ jej funkcg pierwotry F(x) (chat nie zawsze jest to

zadanie tatwe). Taka czynftonazywa si catkowaniem funkcji:j f(x) = F(x). Catka nie-

oznaczona oznacza poszukiwanie funkcji pierwotnj,raczej catej rodziny funkcji, #hia-

cych sg tylko wartacia statej C (tzw. stata catkowania):
[foo=F+C
Catka oznaczona pozwala znaleéonkretrs wartcs¢, jesli granice catkowaniaasliczbami,

lub konkretr funkcje, jesli granice a symboliczne:

]
[foo=F@m-F@
4
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[ 100 =F(x) = F(x) = b(x)
b
[F'odx=Fx L=F®) -F@
Wartosci catek najcasciej spotykanych funkciji:
FunkcjaF(x) I F(x)
adx ax
--------------------------------------------------------- e
xdx x
2
""""""""""""""""""""""""""""""" X el izawygtkiemn=-1 |
X" dx ! Patrz wzor poriej
______________________________________________________ N
dx
— In x
_________________ K ]
2 dx cY a>0; a# 1
Ina
v 'Przypadek szczegdiny die= € |
e’dx | e’ ‘ne=1i[e*=e'lne=¢"
e™dx —e*
xe™dx e_2 (ax-1)
In xdx xIn x =X
Reguty catkowania
.[a-f(x)dx a-j f (x)dx EWy+qczanie statej przed symbol catki
J’{t(x) +U(X) = WO}dX J’t(x)dx +J' u(x)dx —j w(x)dx
If(x)dx gdy X=qt) jf [@(t)]-¢(t)dt EReguia podstawiania




